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Д. В. Кленицкий, кандидат физико-математических наук, доцент (БГТУ) 
ВЛИЯНИЕ ИСКЛЮЧЕННОГО ОБЪЕМА НА УРАВНЕНИЕ СОСТОЯНИЯ 
МНОГОКОМПОНЕНТНОГО АДРОННОГО ГАЗА 
Сильные взаимодействия между адронами включают в себя две составляющие: силы притя-
жения и силы отталкивания. В статистических подходах силы притяжения моделируют, прини-
мая во внимание резонансы (возбужденные состояния адронов). Силы отталкивания возникают 
при учете исключенного объема (объема, занимаемого частицами). В работе изучается влияние 
исключенного объема на свойства сильновзаимодействующей материи в рамках подхода Ван-
дер-Ваальса, обобщенного на случай переменного числа частиц. Термодинамические величины, 
вычисленные в этой работе с учетом исключенного объема, уменьшаются по сравнению с вели-
чинами, определенными в модели идеального резонансного газа. Различие зависит от темпера-
туры и величины исключенного объема. 
The strong interactions between hadrons include attractive and repulsive components. In statistical 
approaches attractive interactions are modelled by including resonances (excited states of hadrons). Re-
pulsive forces arise by taking into account the excluded volume (the volume occupied by the particles). 
We study the effect of the excluded volume on the properties of strongly interacting matter in the ap-
proach of van der Waals generalized to the case of a variable number of particles. The thermodynamic 
quantities calculated in this work taking into account the excluded volume decreased compared with the 
values calculated in the model of an ideal resonance gas. The difference depends on the temperature 
and the excluded volume. 
Введение. Цель экспериментов по столкно-
вению тяжелых ионов при высоких энергиях за-
ключается в том, чтобы создать адронную (силь-
новзаимодействующую) материю при высоких 
температурах, в частности, попытаться достиг-
нуть условий, при которых может иметь место 
фазовый переход адронов в кварк-глюонную 
плазму. При низких температурах адронная мате-
рия представляет собой разреженный газ (и по-
этому идеальный) самых легких адронов – пио-
нов. При увеличении температуры газ становится 
более плотным, поэтому надо принять во внима-
ние взаимодействие между частицами. Это было 
сделано с использованием концепции резонанс-
ного газа. Резонансами называют элементарные 
частицы, которые распадаются за счет сильного 
взаимодействия. Время жизни резонансов со-
ставляет 10−22–10−24 с, поэтому их невозможно 
наблюдать непосредственно в виде треков на де-
текторах. Их регистрируют по продуктам распа-
да. Масса резонанса равна полной энергии про-
дуктов распада, измеренных в системе отсчета, 
связанной с распадающейся частицей. 
Если в результате взаимодействия частиц 
образуется резонанс, то его вклад в статистиче-
скую сумму будет точно таким же, как и для 
связанного состояния [1]. Это наблюдение было 
позже использовано многими учеными, в част-
ности Р. Хагедорном [2], которые пришли к 
выводу, что все адроны (как стабильные, так и 
резонансы) должны рассматриваться как реаль-
ные степени свободы адронной материи. Таким 
образом, если взаимодействие частиц приводит 
к образованию резонансов, то среду взаимодей-
ствующих частиц можно заменить идеальным 
газом стабильных частиц и всевозможных ре-
зонансов. Такую среду называют адронным ре-
зонансным газом. 
Резонансы, введенные в идеальный адронный 
газ, учитывают притяжение между адронами. 
Кроме того, на малых расстояниях следует при-
нять во внимание силы отталкивания между ад-
ронами. Это делают, используя процедуру, пред-
ложенную Ван-дер-Ваальсом, обобщенную на 
случай переменного числа частиц в системе. 
Цель данной работы заключается в иссле-
довании влияния исключенного объема на тем-
пературную зависимость давления P и плотно-
сти энергии ε в адронном резонансном газе. Мы 
используем статистику Больцмана и систему 
единиц, в которой с = ħ = k = 1, где с – ско-
рость света в вакууме; ħ – постоянная Планка; 
k – постоянная Больцмана. 
Основная часть. Для идеального газа, со-
стоящего из смеси частиц массой m1, …, mn, 
обладающих вырожденностью состояний 
g1, …, gn, большая каноническая статистическая 
сумма имеет вид [3, 4] 
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где V – объем системы и ϕ(mi, T) – определяет-
ся соотношением 
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где K2(x) – модифицированная функция Бесселя 
второго порядка. 
Давление Pid и плотность энергии εid опреде-
ляются из (1) следующим образом: 
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В данном рассмотрении частицы считаются 
точечными объектами. Однако из экспери-
мента известно, что адроны являются протя-
женными частицами, размеры которых из-
вестны. Чтобы учесть эту особенность, надо 
ввести в рассмотрение собственные объемы 
адронов, которые приводят к силам отталки-
вания между ними. 
Для учета сил отталкивания между адрона-
ми пользуются процедурой предложенной Ван-
дер-Ваальсом. Вместо объема системы V вводят 
в рассмотрение объем, доступный для движе-
ния адронов: 
 
1
,
=
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где υj – объем, приходящийся на один адрон; 
Nj – число частиц данного сорта. При этом учи-
тывают, что V ≥ ΣυjNj. Основная техническая 
трудность состоит в том, что не удается найти 
выражение для суммы в (1) в этом случае.        
В работе [5] был предложен оригинальный спо-
соб нахождения давления такого ван-дер-вааль-
совского газа, используя преобразование Лап-
ласа от (1) по переменной V: 
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где s – параметр преобразования Лапласа. 
Преобразование (6) расходится для всех 
s < Pυ / T. Поэтому давление в системе опреде-
ляется самой правой сингулярностью s* функ-
ции ˆ ( ,  )Z s T  на вещественной оси: 
 
*.υ =P Ts   (7) 
В данном случае s* является полюсом Z (s, T) 
и определяется трансцендентным уравнением: 
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Из (7) и (8) найдем уравнение для давления 
Pυ с учетом исключенного объема: 
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В дальнейшем мы предполагаем, что объемы 
всех частиц приблизительно одинаковы, т. е. 
υj ≈ υ. Поэтому давление Pυ (9) примет вид 
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где Pid – давление идеального многокомпонент-
ного газа (3). 
Используя (10), найдем плотность энергии 
ευ многокомпонентного газа с учетом исклю-
ченного объема: 
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где εid – плотность энергии многокомпонентно-
го идеального газа (4). 
Спектр адронов представляет практически 
непрерывный набор состояний. Для его харак-
теристики используют спектр масс ρ(m), так 
что ρ(m)dm определяет число состояний адро-
нов в интервале [m, m + dm]. Мы используем 
параметризацию для спектра масс адронов ρ(m), 
которая хорошо описывает спектр мезонов в ин-
тервале 0 < m < 2 ГэВ [6]: 
   
3
π 1ρ( ) 3δ( ) θ( )θ( ),m m m Cm m m M m= − + − −  (12) 
где первое слагаемое принимает во внимание 
три зарядовых состояния π-мезона массой 
mπ = 0,14 ГэВ, С = 90 ГэВ–4, а θ-функции во вто-
ром слагаемом учитывают, что оно отлично 
от нуля в интервале m1 < m < M, здесь m1 = 0,5 ГэВ 
и M = 2 ГэВ. 
Заменяя в формулах (3), (4) gi → ρ(m)dm и 
переходя от суммирования к интегрированию 
по массе, мы вычислили давление Pid и плот-
ность энергии εid идеального резонансного 
газа при различных значениях температуры 
0 < T < Tc, где Tc – критическое значение тем-
пературы. Затем эти значения были использо-
ваны при решении трансцендентного уравне-
ния (10) для нахождения давления Pυ и плот-
ности энергии ευ по формуле (11). В качестве 
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